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1. Введение
В настоящее время распространено использование систем, состоя-

щих из нескольких жёстко закрепленных камер. Такие системы могут
быть найдены на автомобилях, квадрокоптерах, в устройствах для кар-
тографирования или устройствах для съемки панорам.

Для использования таких систем необходимо произвести так на-
зываемую калибровку системы. В калибровку системы входит оцен-
ка относительных позиций камер внутри системы, оценка преобразова-
ния, моделирующего проецирование точек реального мира в пиксели
на изображении.

Большая часть подходов для калибровки систем из камер являет-
ся калибровкой с использованием специальных паттернов [27][13]. Зная
геометрию паттерна и координаты определенных точек паттерна на
изображении, параметры камер оцениваются так, чтобы наилучшим
способом описывать соответствие найденных точек калибровочному пат-
терну.

Как правило, калибровка производится единожды. Устройства, осна-
щённые системой камер, могут быть подвержены деформациям, замене
элементов конструкции и иным возмущениям, приводящим к измене-
нию расположения камер друг относительно друга, а следовательно и
к приведению в негодность имеющейся калибровки; также, различные
факторы, такие как температура окружающей среды – могут влиять
на параметры оптических систем камер.

В случае автомобилей данная проблема могла бы быть решена нали-
чием специальной “калибровочной” комнаты на каждом СТО, которая
пустовала бы большую часть времени. Это было бы слишком дорого,
поэтому активно развиваются альтернативные подходы к калибровке,
не требующие калибровочных паттернов.

Помимо подходов, связанных с калибровкой по паттернам, имеется
класс “автоматических” подходов к калибровке, как камер [23][20][25],
так и систем из камер [17][16]. Данные подходы не требуют специальных
паттернов.
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Данные подходы, как правило, имеют некоторые ограничения: уз-
кий угол обзора камеры, необходимость наличия пересечения области
видимости камер, наличие калибровки внутренних параметров отдель-
ных камер, предположения об особенностях расположения камер отно-
сительно окружающей среды — например, предположение о наличии
достаточно плоской поверхности земли в области видимости. Ограни-
чения сужают круг устройств, для которых может быть применён кон-
кретный подход.

Камеры с широким углом обзора, именуемые fisheye-камерами, де-
формируют объекты на изображениях, искривляя прямые линии, но
захватывают большую область пространства, потенциально уменьшая
необходимое количество камер в системе. Данная деформация называ-
ется дисторсией.

В данной работе поднимается проблема калибровки жёсткой систе-
мы камер в общем случае: без ограничения на угол обзора камер и без
необходиомсти пересечения областей видимости камер в системе; кроме
того, в данной работе рассматривается в том числе и оценка не толь-
ко внешних параметров камер, но и внутренних параметров, включая
дисторсию.
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2. Задача

2.1. Постановка задачи
С жёстко закреплённой системы, состоящей из N камер, в некото-

рые моменты времени одновременно с каждой из камер были получены
изображения. Изображения содержат информацию о времени съёмки
и о камере, с которой они были получены.

По данной коллекции изображений необходимо оценить внутренние
параметры камер (параметры модели, проецирующей точки), внешние
параметры камер в системе (отонсительные позы камер), а также позы
системы камер в различные моменты времени.

c1
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c1

c2
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TS1 TS2
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Tc1
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Рис. 1: Схематическое представление задачи

На рисунке 1 представлена схема поставленной задачи. O – миро-
вая система координат, Oc – система координат системы из камер, Si

– система из камер в моменты времени i, cj – камеры, TSi
– переход

из мировой системы координат в систему координат системы (поза) в
момент времени i, Tcj – позы камер в системе. Неизвестными являются
позы TSi

, Tcj и внутренние параметры камер cj.
Целью данной работы является разработка и реализация алгоритма

калибровки жёстко закрепленной системы из камер по набору изобра-
жений (без использования калибровочных паттернов). Для достижения
данной цели были сформулированы следующие задачи.
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1. Реализовать одновременную оценку однопараметрической модели
дисторсии и фундаментальных матриц для пар камер.

2. Реализовать оценку фокусных расстояний и существенных мат-
риц, с последующим извлечением относительных поз.

3. Реализовать решение задачи усреднения вращений.

4. Реализовать решение задачи усреднения масштабов и переоценки
смещений для системы.

5. Реализовать одновременную оптимизацию всех оцениваемых па-
раметров.

В рамках данной работы рассматривается решение первых трёх за-
дач.
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3. Обзор литературы
Автоматической калибровке камер и калибровке систем камер по-

священо множество работ. Многие подходы к автоматической калиб-
ровке, как говорилось ранее, опираются на соответствия ключевых то-
чек, из которых в дальнейшем получаются трёхмерные точки. Как пра-
вило термин “ключевая точка” определяется для каждого алгоритма их
поиска по своему. В общем случае это точка на изображении, содержа-
щая достаточное количество информации в своей локальной окрестно-
сти.

Ключевые точки нужны для того, чтобы находить связь между
изображениями. Качество ключевых точек характеризуется тем, сколь-
ко различных искажений можно применить к объекту, чтобы точка
продолжала находиться в том же месте. Ключевые точки используют-
ся для сопоставления изображений, так называемый “матчинг” – про-
цедура сопоставления ключевых точек одного изображения другому.

Особой популярностью пользуется детектор ключевых точек SIFT
[15]. Данный алгоритм находит ключевые точки на разных разреше-
ниях изображения, а так же формирует вектор, описывающий локаль-
ную окрестность – дескриптор ключевой точки. Дескриптор состоит из
128 чисел и инвариантен относительно поворота и изменения размера
изображения, за что широко используется. Основываясь на работе [3],
можно сделать вывод о том, что оригинальный дескриптор SIFT может
быть изменен так, что качество матчинга между изображениями улуч-
шится. RootSIFT – простая модификация дескриптора, приводящая к
значительному улучшению качества. Данный дескриптор получается
вычислением покомпонентного квадратного корня из l1 нормализован-
ных SIFT дескрипторов. Эта операция имеет смысл, так как SIFT яв-
ляется гистограммой ориентированных градиентов, а значит элементы
дескриптора положительны. По своей сути это позволяет не меняя су-
ществующий l2 матчинг получать χ2 метрику.

Получив сопоставления между ключевыми точками изображений,
можно оценить геометрию сцены в виде набора фундаментальных или
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существенных матриц. Помимо относительной позы изображений, из
фундаментальной матрицы можно получить оценку внутренних пара-
метров камер, на чём основаны многие работы.

Одним из ранних подходов является [23]. В данной статье авторы
не учитывают дисторсию и оценивают внутренние параметры камеры
в рамках pinhole модели. Помимо внутренних параметров камеры оце-
нивается смещение камеры между снимками. Основная идея подхода
состоит в модифицировании Absolute Dual Quadric из [20], путем ис-
пользования изменяемых весов. Польза данного подхода в том, что он
позволяет оценить фокусное расстояние, что может быть использовано
в моей работе после оценки дисторсии.

Альтернативный подход к оценке фокусных расстояний – исполь-
зование kruppa equations – соотношения между фундаментельной мат-
рицей и матрицей внутренних параметров камеры. В [25] приводится
вывод и решение kruppa equations для трёх кадров, снятых с одной
камеры и с известными фундаментальными матрицами между ними.
Авторы [11] предлагают решение задачи поиска фокусных расстояний
для случая двух снимков с разных камер. В работе [11] предлагается
неитеративный алгоритм оценки фокусных расстояний для двух изоб-
ражений (в предположении, что центральная точка проекции известна).

Рассмотренные выше подходы работают в рамках pinhole модели без
дисторсии. В случае нашей задачи предположение об отсутствии дис-
торсии неприемлемо. В [6] авторы занимаются проблемой оценки фун-
даментальной матрицы и параметров дисторсии между двумя снимка-
ми с разных камер. Авторы предлагают несколько решений, требующих
10 найденных пар соответствующих точек. Данные решения встраи-
ваются в RANSAC [1] и по результатам, приведенным в статье, дают
неплохой результат. Дисторсия оценивается в рамках division model [8].

Существует множество подходов, позволяющих калибровать систе-
мы из камер; как было указано ранее – они имеют некоторые ограни-
чения применимости.

CamOdoCal[13] – фреймворк для калибровки систем камер. В дан-
ном решении приводится подход на основе использования калибровоч-
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ных досок. Камеры калибруются по отдельности в проективную модель
(Mei’s model), а затем для каждой из камер запускается визуальная
одометрия. Используя оценённую одометрию, происходит сопоставле-
ние ключевых точек, вычисляются как взаимные позиции камер, так и
глобальные позиции всей системы из камер, затем выполняется нели-
нейная оптимизация всех оцененных параметров. Сопоставление клю-
чевых точек происходит путем поиска в истории ключевых точек для
каждой камеры в каждый из моментов времени.

Ключевой особенностью данного подхода является то, что он не тре-
бует пересечения полей видимости камер.

В работе [17] рассматривается проблема автокалибровки системы
из нескольких шикроугольных камер. Инициализация внутренних па-
раметров камер просиходит в предположении о том, что они все экви-
валентны и имеют один и тот же угол обзора. Параметры дисторсии
оцениваются исходя из угла обзора, остальные параметры через про-
ективную реконструкцию. После инициализации производится постро-
ение 3d реконструкции, взаимное положение камер оценивается для
каждых двух построенных реконструкций.

Автоматическую калибровку внутренних параметров камер возмож-
но произвести в colmap [21] [19]. Это библиотека для построения рекон-
струкций по коллекции изображений, которая поддерживает несколько
моделей камер. Все парные оценки происходят в ректифицированной
плоскости, что делает невозможным моделирование камер с углом обзо-
ра более 180°. В данном фреймворке нельзя задать условие постоянства
относительных поз камер внутри системы. Ограничения, присутствую-
щие в этом решении и то, что данный проект до сих пор поддержиавется
и разрабыватается, указывают на актуальность моей работы.

Отдельной частью моей работы является оценка относительных поз
в системе камер. Она разбита на оценку вращений и смещений.

Основываясь на известных позах строится граф системы, где верши-
нами являются изображения, а рёбер – относительные позы. На данном
графе решается задача поиска смещений и вращений камер внутри си-
стемы, а так же системы камер в разные моменты времени.
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Задача поиска вращений более изучена, чем оценивание неизвест-
ных смещений, поэтому поиск неизвестных поз предлагается произ-
вести в два этапа: оценка неизвестных вращений, оценка неизвестных
смещений. Поиск вращений является важной задачей, так как данным
образом получаются начальные приближения для поз, впоследствии
участвующих в глобальной нелинейной оптимизации. Поиск неизвест-
ных вращений в вершинах графа называется задачей усреднения вра-
щений.

В [5] использовалась IRLS процедура для дооптимизации решения,
авторами были рассмотрены несколько функций, характеризующих рас-
стояния между вращениями. Задача, решаемая авторами типична для
усреднения вращений и выглядит следующим образом:

argmin
∑
(i,j)∈ε

ρ
(
d
(
RijRjR

−1
i

))
, (1)

где Ri – неизвестные вращения, Rij – известные парные позы. В каче-
стве начального приближения использовалось l1 решение на случайном
остовном дереве графа вращений.

Зачастую для представления вращений используют группы Ли. В
данном случае определены две взаимнообратные операции evso(3), v ∈ R3

и logso(3)(R), R ∈ SO(3). Тогда в качестве расстояния между враще-
ниями можно использовать норму logso(3), которая характеризует угол
поворота вращения.

В [4] описывается двухэтапный подход к задаче усреднения враще-
ний: l1 решение, а затем IRLS[14] оптимизация. К недостаткам усредне-
ния с помощью l2 авторы относят сильную чувствительность к аутлае-
рам. Для улучшения предложенного решения авторы используют IRLS
оптимизацию со следующей функцией потерь: ρ(x) = x2

x2+σ2 .
Авторы [24] анализируют устоичивость и разрешимость задачи усред-

нения вращений. Авторы показывают, как можно уменьшить количе-
ство степеней свободы задачи, зафиксировав вращение в одной из вер-
шин. Данное действие также увеличивает область, где задача является
выпуклой. Вывод из данной работы состоит в том, чтобы разбивать
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неравномерно распределённые компоненты на кластеры и решать их
отдельно. Таким образом решается проблема зашумленности оценки
на эпиполярную геометрию между кадрами.
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4. Модель камеры
Калибровка камеры – задача оценки параметров модели камеры,

описывающей проецирование точек.
В данной работе используются 2 параметрические модели камеры,

одна из которых является расширением другой. В связи с выбраным ре-
шением задачи, в самом начале производится парная оценка дисторсии
в рамках division model[8].

Данная модель параметризована 4-мя параметрами: фокусным рас-
стоянием f ; координатами центра проекции (cx, cy); одним коэфициен-
том для моделирования радиального искажения λ.

(a) λ = 0 (b) λ = −0.625

(c) λ = −3.125 (d) λ = 3.125

Рис. 2: Пример моделирования искажения с помощью division model.

Существенным преимуществом division model является возможность
описания с помощью неё камер, с углом обзора превышающим 180 гра-
дусов, а также – полиномиальное выражение луча, соответствующего
данной точке изображения, которое позволяет построить для данной
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модели эффективные closed-form оценки [6] [7]. Основным недостатком
модели ялвяется недостаточное количество параметров для качествен-
ного моделирования реальной дисторсии.

Отображения в данной модели выполняются следующим образом:

• отображение коориданты пикселя (u, v) в луч : π−1 : R2 → R3

π−1

(
u

v

)
=

 u− cx

v − xy

f
(
1 + λr2

)
 , r =

√
(u− cx)

2 + (v − cy)
2 (2)

• отображение трёхмерной точки в координаты на изображнии :
π : R3 → R2

π

x

y

z

 = αf

(
x

y

)
+

(
cx

cy

)
, (3)

α =
z −

√
z2 − 4λr2

2λr2
, r =

√
x2 + y2 (4)

Данная модель камеры может быть расширена путём увеличения
степени полинома 1 + λr2. Для обеспечения гладкости в нуле, коэф-
фициент перед первой степенью принимается равным нулю. Модель
с полиномом степени больше 2-ой в данной работе будет называться
polynomial model.

Отображение точки изображения в луч практически не изменится,
третья координата будет формироваться полиномом степени n от ра-
диуса.

z = f
(
1 + a2r

2 + ...+ anr
n
)

(5)

Обратное отображение выглядит несколько сложнее (в предположе-
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нии, что ∥(x, y)∥2 = 1):

π

x

y

z

 = fα

(
x

y

)
(6)

α = root
(
1− zr + a2r

2 + ...+ anr
n
)

(7)

Для его реализации необходимо найти корень полинома. В данной
работе это производится с помощью поиска собственных чисел сопро-
вождающей матрицы.
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5. Парные оценки

5.1. Фундаментальная матрица
Фундаментальная матрица F– матрица, связывающая нормализо-

ванные координаты точек двух изображений (с устранённой дисторси-
ей), принадлежащих одной и той же трёхмерной точке.

x⊺Fx′ = 0 (8)

Ранг фундаментальной матрицы равен 2, количество степеней сво-
боды – 7. Фундаментальная матрица определена с точностью до умно-
жения на ненулевую константу.

Так как фундаментальная матрица F имеет неполный ранг, то с
точностью до умножения на некоторый скаляр она может быть пред-
ставлена в виде

F = R1 diag(cos(θ), sin(θ), 0)R2 (9)

где R1, R2 – матрицы вращения; ввиду этого разложения, разумно па-
раметризовывать её во время оптимизации как SO(3)× SO(3)× S1.

5.2. Оценка
Для пары кадров, имеющих точки соответствия, производится одно-

временная оценка фундаментальной матрицы и параметров дисторсии
в рамках division model. Метод, используемый для оценки, описан в [6].

Авторы в статье приводят метод решения для 10 соответствий. Дан-
ный метод не является минимальным так как неизвестных параметров
в системе 9 – фундаментальная матрица (7), параметры дисторсии (2).
В статье приводится сравнение скорости роботы методов, 10 точечный
метод (F10) работает в ∼ 1000 раз быстрее чем 9 точечный, поэтому
имеет смысл взять его, так как он будет более эффективен в паре с
RANSAC.
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В своей статье авторы решают следующую систему:

(
upi, vpi, 1 + λ1

(
u2pi + v2pi

))
F

 uqi
vqi

1 + λ2

(
u2qi + v2qi

)
 = 0, i = 1, . . . , 10

(10)
где координаты точек pi и qi отцентрированы и нормированы на диаго-
наль изображения, так как в данном случае решения получаются более
устойчивыми, неизвестными параметрами выступают λ1, λ2 и элементы
матрицы F .

5.3. RANSAC и нелинейная оптимизация
Соответствий точек между кадрами ожидается сильно больше чем

10. Алгоритмы поиска соответствий ключевых точек могут неверно
найти соответствующую парную точку, поэтому 10-ти точечный реша-
тель встраивается в процедуру RANSAC[1].

Идея RANSAC состоит в том, чтобы N раз случайно сэмплировать
точки из найденных соответствий, оценивать параметры модели и про-
верять, насколько хорошо они описывают все найденные точки. Выби-
раются те параметры модели, для которых находится большее количе-
ство инлаеров.

Инлаерами являются те пары точек, для которых некоторый функ-
ционал имеет значение менее заранее заданного порога. Предлагается
использовать оценку ошибки репроекции, схожую с Sampson Error[12],
но учитывающую наличие дисторсии. Вывод и вид данной ошибки бу-
дет представлен в разделе 5.5.

Имея начальные приближения фундаментальной матрицы и пара-
метров дисторсии, а так же множество инлаеров – производится нели-
нейная оптимизация оценок, с целью лучшего описания точек.

Ошибкой в нелинейной оптимизации выбрана так же sampson error.
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Оптимизационная задача выглядит следующим образом:

argmin
F,λ1,λ2

∑
i

ρ (se (pi, p
′
i, F, λ1, λ2)) , (11)

где se – sampson error, ρ – робастная функция потерь.

5.4. Увеличение порядка полинома дисторсии
После начальной инициализации параметров дисторсии камер пред-

лагается увеличить порядок полинома дисторсии для более качествен-
ного описания радиального искажения.

Для вычисления значения sampson error, необходимо лишь вычисле-
ние луча по проекциям точки, данное действие – вычисление значения
полинома в точке, поэтому можно использовать методы автоматиче-
ского дифференцирования для решения задачи оптимизации.

argmin
F,P1,P2

∑
i

ρ (se (pi, p
′
i, F, P1, P2)) , (12)

где P1 и P2 – полиномы, со свободным коэфиицентом 1 и с нулевым
коэфициентом при первой степени.

5.5. Ошибка Сэмпсона
В данном разделе приводится распространение идеи ошибки Сэмпсона[12]

на случай камер с радиальной дисторсией. Воспользуемся эпиполяр-
ным ограничением от фундаментальной матрицы в качестве функции
ошибки:

CF (X) = x⊺1Fx2 (13)

где x1, x2 – лучи, полученные из пикселей на изображениях, учитывая
дисторсию, а X – (X1, X2) – агрегированные координаты пикселей на
изображении.

В связи с наличием искажения, координаты это некая функция от
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x, y:

CF (X) =
(
x1, y1, p1(x1, y1)

)
F

 x2

y2

p2(x2, y2)

 (14)

ПустьX+δ – правильные координаты точек с устранённой ошибкой.
Разложив функцию ошибки в координатах в ряд Тейлора, до первого
члена получим:

CF (X + δ) = CF (X) + Jδ (15)

Из условия оптимальности X + δ следует Jδ = −CF (X). С помощью
множителей Лагранжа находим минимальный по норме δ, удовлетво-
ряющий полученному выше ограничению.

δopt = −J⊺ · CF (X)

JJ⊺ (16)

Sampson error будем называть квадрат нормы δopt:

se =
CF (X)2

JJ⊺ (17)

В случае division model якобиан по x1 получается как:

∂CF (X)
∂x1

=

Tr
[(

∂(p1(x1)
⊺Fp2(x2)

∂p1(x1)

⊺)⊺ ∂p1(x1)
∂(x1)1

]
Tr
[(

∂(p1(x1)
⊺Fp2(x2)

∂p1(x1)

⊺)⊺ ∂p1(x1)
∂(x1)2

] =

Fp2(x2)

 1 0

0 1
∂p1(r)
∂r

∂r
∂(x1)1

∂p1(r)
∂r

∂r
∂(x1)2


(18)

для производных по x2 – аналогично.
Преимущество sampson error заключается в том, что она даёт хоро-

шее приближение ошибки репроекции трёхмерных точек, не вводя их
в рассмотрение как параметры оптимизационной задачи, существенно
уменьшая размерности оптимизационных задач
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6. Оценка фокусных расстояний и парных
поз

6.1. Фокусные расстояния и агрегация оценок
После нелинейной оптимизации фундаментальных матриц вместе с

полиномами дисторсии более высокого порядка производится получе-
ние фокусных расстояний f1, f2 из оцененной матрицы F̃ . Используя
алгоритм, описанный в [11]:

ẽ1 : F̃ ẽ1 = 0, ẽ2 : F̃
⊺ẽ2 = 0

T1 : T1ẽ1 = (e1, 0, e2) , T2 : T2ẽ2 = (e′1, 0, e
′
2) ,

F = [fij] = T2F̃ T ⊺
1 ,

f1 = − f11f21e
2
1

f11f21e23 + f12f22
,

f2 = − f11f12e
′2
1

f11f12e′23 + f21f22

(19)

После получения оценок фокусных расстояний, различные оценки
каждой из камер объединяются в одну:

1. Фокусное расстояние выбирается, как медиана всех оценок фо-
кусных расстояний для каждой модели.

2. Агрегирование оценок полиномов дисторсии:

popt = argmin
p

∑
i

r∫
0

r (p− pi)
2 , (20)

где pi – оценка полинома с i изображения для данной камеры.

6.2. Существенная матрица
После агрегации оценок из оцененных ранее фундментальных мат-

риц можно получить существенные матрицы, которые раскладываются
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на вращения и направления смещений. Если преобразование системы
координат второго кадра в первый записано как

x1 = Rx2 + T, (21)

то существенная матрица может быть выражена, как:

E = R [T ]× , (22)

где [·]× – матрица векторного произведения. Вращение и направление
смещения может быть получено из существенной матрицы с точностью
до 4 решений[12].

Существенная матрица получается из фундаментальной с помощью
полученных агрегированных оценок на фокусные расстояния(f1, f2):

E = diag (f1, f1, 1)F diag (f2, f2, 1) (23)

Полученные из (23) оценки существенных матриц могут не удовлетво-
рять всем свойствам существенных матриц (в частности, построением
гарантируется лишь ранг матрицы E, но не равенство её ненулевых
сингулярных чисел), поэтому далее используется следующая оценка су-
щественной матрицы (получаемая из SVD разложения[12]):

Ẽ = U diag(1, 1, 0)V ⊺, (24)

После получения начальных приближений существенных матриц, вы-
полняется нелинейная оптимизация существенных матриц и фокусных
расстояний, с использованием ценовой функции:

argmin
Ei,fi1,fi2

∑
i

min

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Ei −

√
2

Ẽi

∥Ẽi∥F

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Ei +

√
2

Ẽi

∥Ẽi∥F

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F

 (25)

где Ẽi получается из Fi с помощью (23). Так как существенная матрица
получается из (22), то ∥E∥F =

√
2∥T∥, а у T поддерживается единичная

норма, т.к. нам важно лишь направление смещения.
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6.3. Разложение и оптимизация
Каждой существенной матрице соответствуют 4 различных движе-

ния камер[12]. Из возможных движений выбирается максимизирующее
количество соответствий, для которых направление на результат три-
ангуляции (с использованием коррекции из ошибки Сэмпсона (16)) сов-
падает с лучами, соответствующими точкам на изображении.

После получения позы из существенных матриц, производится нели-
нейная оптимизация поз и оценок на параметры камер. В качестве
функции ошибки в данной задаче используется ошибка сэмпсона (5.5).
Используя (23) и (22), фундаментальная матрица получается из отно-
сительной позы и фокусных расстояний как:

F = diag(1, 1, f1)R [T ]× diag(1, 1, f2),
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7. Усреднение вращений
В результате предыдущей части работы для некоторых пар изобра-

жений были получены оценки относительных поз. Используя их, мно-
жество камер в различные моменты времени может быть представлено
в виде графа, где вершины – изображения. Каждая вершина характери-
зуется вращением и смещением относительно фиксированной системы
координат.

Данный граф разбивается на компоненты связности. Задача усред-
нения вращений решается последовательно, сначала внутри компонент
связности, затем (путём наложения ограничений движения твёрдого
тела) производится оценка ориентаций камер внутри системы и систе-
мы камер в мире для максимально разрешимого количества моментов
времени.

7.1. Усреднение вращений в компоненте связности
Рассмотрим компоненту связности, т.е. связный граф {E, V }. Необ-

ходимо оценить вращения каждой из вершин (изображения) относи-
тельно одной системы отсчёта. Для разрешимости системы вращение
одной из вершин выбирается единичным. Для всех рёбер составим си-
стему уравнений.

RabRa −Rb = 0, (26)

где Rab – вращение из вершины Va в вершину Vb, Ra, Rb – неизвестные
вращения в вершинах. Матрица системы блочная, блок, соответствую-
щий (26) представлен в (27).

Данная система линейна по неизвестным вращениям, рассматрива-
емым как 3х3 матрицы (отбросив, временно, ограничения матриц вра-
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щения). Rab 0 0 −I 0 0

0 Rab 0 · · · 0 −I 0

0 0 Rab 0 0 −I

 (27)

Легко видеть, что в каждой строке матрицы данной системы линей-
ных уравнений – не более 4 ненулевых элементов; что делает выгодным
использование методов, предназначенных для разреженых систем ли-
нейных уравнений. В данной работе используется метод сопряженных
градиентов для наименьших квадратов с диагональным предобуслав-
ливателем.

Решения данной системы могут не удовлетворять условиям, налага-
емым на матрицы вращения. В связи с этим каждая из оценок заменят-
ся на ближайшую по норме Фробениуса матрицу вращения (с помощью
метода, описанного в [26]).

После получения линейных оценок и приближения их ближайшей
матрицей вращения при помощи SVD, можно удалить некоторые рёбра
и вершины графа, ошибка в которых более какого-то порога. Данное
действие помогает избавиться от некоторого количества аутлаеров сре-
ди парных поз. В качестве ошибки используется норма logso3, которая
характеризует угол вращения, то есть её цель – отсеивать вращения
сильно отличные от единичного поворота.

θ = ∥logso(3)(R⊺
bRabRa)∥ (28)

7.1.1. Нелинейная IRLS оптимизация

Решения каждой из систем целесообразно нелинейно дооптимизи-
ровать, так как системы были решены без каких либо ограничений на
матрицы вращений. Каждая система представима в виде:

R⊺
bRabRa = E, (29)

где Rb, Ra – необходимо дооценить, а Rab – считается точно известной.
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В качестве ошибки используется logso(3).

f (Ra, Rb) = logso(3)
(
e−∆bR⊺

bRabRae
∆a
)
, (30)

где под e подразумевается eso(3).
Для решения данной системы используется IRLS[14], с функцией

потерь Хьюбера:

r : ri = f (Xn−1) (31)

wi =
1

∥ri∥2 + σ2
(32)

Wn = diag
(
w1 · · · wn

)
⊗ I3 (33)

∆X : J⊺WnJ∆X = J⊺Wnr (34)
Xn = Xn−1 −∆X, (35)

где X – Ra и Rb записаны в столбец в виде элементов so(3), f – функ-
ция, вычисляющая остатки каждого уравнения системы, для удобства
записана таким образом. Для решения разреженной линейной системы
на каждом шаге используется метод сопряженных градиентов.

7.2. Оценка ориентаций камер внутри системы
Оценив ориентации всех вершин для каждой из компонент связно-

сти, можно перейти к оценке ориентаций камер внутри системы. Для
всех возможны пар камер оцениваются относительные вращения. Воз-
можны 2 вида ограничений.

Внтури компоненты связности в один момент времени

Rab = V ⊺
s,bVs,a, (36)

где Vs,c – ориентация камеры c в момент времени s (задана из вершины
в мир), Rab – искомое относительное вращение между двумя камерами.
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Между компонентами связности в два общих момента времени:

RabV
⊺
t1,aVt2,a = V ⊺

t1,b
Vt2,bRab, (37)

где камеры a и b лежат в разных компонентах связности, а t1, t2 –
моменты времени в которые производилась съемка.

t1, a t2, a

t1, b t2, b

Vt2,a
V ⊺
t1,a

Vt2,b
V ⊺
t1,b

Rab
Rab

Рис. 3: Схематическое представление ограничения (37)

Используя в данном случае параметризацию вращений в виде ква-
тернионов, каждое уравнение представляется матричной системой раз-
мера 4х4. Полученная после агрегации всех наблюдений для каждой
пары из камер система может получиться большого размера, поэтому
разумно сразу собирать нормальные уравнения.

При решении задачи данным подходом, возникает проблема с тем,
что единичные кватернионы дважды покрывают SO(3). Вращение по-
лучаемое действием кватерниона q соответствует вращению, получае-
мому с помощью −q. То есть (36) и (37) на самом деле задают следую-
щие ограничения соответственно:

qRab
= ±qV ⊺

s,b
qVs,a

qRab
qV ⊺

t1,a
qVt2,a

= ±qV ⊺
t1,b
qVt2,b

qRab

(38)

В случае однородной системы мы имеем уравнение вида qqa = qbq,
где q – неивзвестный кватернион. Заметив, что в qqaq

∗ действительная
часть не отличается от таковой у qa, можно решить проблему со зна-
ками, выбрав qa и qb такими, что у них совпадает знак действительной
части.

Для решения данной системы используется SVD-разложение. Систе-
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ма приводится к виду
[
A −b

]
x = 0. Решением будет один из правых

сингулярных векторов. При ненулевой части b следует взять последний
вектор. Во втором случае, то есть при однородной системе, решением
будет правый сингулярный вектор, соответствующий второму мини-
мальному сингулярному числу.

В качестве кватерниона берутся первые 4 числа из решения и нор-
мируются.

Сформулировав задачу в смысле нелинейных наименьших квадра-
тов : argmin∥f(x)∥2, можно дооптимизировать полученный ответ, а так-
же оценить ковариацию полученной оценки. Ковариация считается для
so(3) параметризации, в предположении о том, что все остатки гомоске-
дастичны. Тогда оценка ковариация выражается следующим образом:

C = 4σ2 (J(x̂)
⊺J(x̂))−1

N
, (39)

где x̂ – текущая оценка вращения, J(x) – якобиан f() в точке x, σ2 –
остатки, N – количество остатков.

В связи с несмещенностью оценок, математическое ожидание ошиб-
ки находится в нуле, поэтому математическое ожиданеие квадрата нор-
мы вектора в so(3) представлении : Tr(C), что по своей сути является
величиной квадрата угла поворота.

Используя данную оценку, можно выбрать те относительный оцен-
ки, математическое ожидание квадрата угла ошибки которых менее
определенного порога. Далее ориентации части камер вычисляются ис-
пользуя (26).

Предположение о том, как можно оценить оставшиеся параметры,
описано в приложении A.
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8. Результаты
Данная работа покрывает оценку внутренних параметов камер; ори-

ентаций камер внутри системы и системы камер во времени. В рамках
данной работы достигнуты следующие результаты:

• Реализована и протестирована парная оценка фундаментальных
матриц и полиномов дисторсии.

• Реализовано и протестировано получение фокусных расстояний и
существенных матриц из оценённой фундаментальной матрицы.

• Построена и апробирована ошибка Сэмпсона, учитывающая дис-
торсию.

• Реализована оценка ориентаций изображений, начальная оценка
ориентаций некоторых камер внутри системы

Реализация всех описанных алгоритмов выполнена на языке C++ с
использованием следующих дополнительных библиотек:

• Eigen [10] – для линейной алгебры

• Ceres Solver [2] – для нелинейной оптимизации

• Sophus [22] – для параметризации поз
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8.1. Парные оценки дисторсии и фундаментальных
матриц

Реализация алгоритма [6], выполненная в данной работе, позволяет
получать 30000 решений для 10-точечной задачи в секунду.

В качестве синтетического теста случайным образом генерируются
трехмерные точки (p3d), матрица поворота (R), вектор смещения(T ),
параметры калибрвоки (π1, π2); на основании этих данных точки про-
ецируются на изображения.

p1 = π1(p3d)

p2 = π2(R
⊺ (p3d − T ))

По сгенерированным и спроецированным точкам оценивается фун-
даментальная матрица и 2 параметра дисторсии.

На синтетических тестах с нормально распределенным шумом оцен-
ки выглядят следующим образом:

−0.3 −0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

0
5

10
15

Рис. 4: Гистограмма относительной разницы λ оцененной и заданной
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8.1.1. Тестирование на реальных изображениях

(a) (b)

Рис. 5

Для поиска и сопоставления ключевых точек была использована
библиотека OpenCV. Был использован детектор ключевых точек SIFT
[15], в качестве дескрипторов был реализован RSIFT дескрипторы [3].
Для матчинга был использован brute-force mathcing, также реализован-
ный в OpenCV.

На рисунке 5 показаны 2 изображения и получившиеся ключевые
точки с их сопоставлениями; справа продемонстрировано устранение
дисторсии с использованием полученой оценки (изображение с устра-
нённой дисторсией – снизу). Данные изображения харкатеризуют мо-
дель без увеличения степени полинома дисторсии. При корректной от-
работки алгоритма, прямые линии должны выпрямиться на изображе-
нии.
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8.2. Фокусные расстояния и агрегирование парных
оценок

8.2.1. Фокусные расстояния

На тестах без шума, когда фундаментальная матрица генерируется
из фокусных расстояний, матрицы поворота и смещеня:

F = diag(1, 1, f1)R [T ]× diag(1, 1, f2) (40)

Относительная ошибка вычисления каждого фокусного расстояния
составляла порядка 1−10.

Данная работа не содержит тестирование данного алгоритма на
устойчивость, результаты, полученные с различным шумом, приведе-
ны в статье [11]. В [11] описаны ситуации, когда фокусные расстояния
невозможно вычислить. Пары изображений, для которых невозможно
вычислить фокусные расстояния, не участвуют далее в работе алгорит-
ма.

8.2.2. Агрегирование оценок

На датасете, используемом для тестирования, количество инлаеров
среди матчей для пар изображений ∼ 40%; для достижения вероятно-
сти отсутствия корректной гипотезы примерно равной 0.05% (в рамках
RANSAC), производилось 50000 итераций.

Для оценки точности калибровки, оценённая калибровка сравнива-
лась с калибровкой камер по паттернам из датасета. В качестве функ-
ции ошибки выступает ∥πgt◦π−1

0 (u)−u∥, πgt – калибровка по паттернам,
π−1
0 – полученная алгоритмом калибровка, u – координата пикселя на
изображении.

Центр проекции в алгоритме инициализируется в центре изображе-
ния, изменяясь в дальнейшем только в нелинейной оптимизации. Есть
возможность заранее задать известное начальное предположение и за-
фиксировать его, поэтому сравнение калибровки происходило в трёх
вариантах:

32



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0 2 4 6 8 10

 2.5 
 3 

 3 

 3.5 

 4 

 4.5 

 5 

 5.5 

 6 

 6.5 

 7 

 7 

 7  7.5  7.5  8  8  8.5  8.5  9  9.5 

(a) Центр проекции фиксирован в
центре изображения
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(b) Центр проекции инициализиро-
ван в центре изображения
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(c) Центр проекции фиксирован в
центре из ground-truth

Рис. 6: Ошибка калибровки в пикселях по плоскости изображения.

(a) (b)

Рис. 7: Пример выпрямленных изображений после агрегирования оце-
нок

8.2.3. Нелнейная оптимизация с ошибкой Сэмпсона

В вычислении остатков при решении оптимизационной задачи, опи-
санной в разделе 6.3, присутствует множество общих вычислений: суще-
ственная матрица и производные её элементов по параметризации вра-
щения и направления смещения, производные ненормированного луча
по параметрам дисторсии. Вычисления существенных матриц и их про-
изводных были вынесены в отдельную подготовительную фазу, выпол-
няющуюся перед каждым вычислением остатков и якобианов парал-
лельно по рёбрам.
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8.3. Усреднение вращений
Для вычисления ошибки вращений находится оптимальное враще-

ние между двумя множествами: полученных оценок и ground-truth.
Имея пару вращений (в кватернионах) q̃i – полученная оценка, qi – вра-
щение из ground-truth, оптимальное вращение q может быть получено с
помощью решения следующей оптимизационной задачи, составленной
из всех пар i:

q = argmin
∑
i

∥q − q̃iq
−1
i ∥2

q2x + x2y + q2z + q2w = 1
(41)

Решая данную систему с помощью метода множителей Лагранжа,
получается аналитическое решение:

q =

∑
i

q̃iq
⊺
i

∥
∑
i

q̃iq
⊺
i ∥

(42)

Затем в качестве параметризации рассматриваются матрицы вра-
щения и нелинейно оптимизирется R (q) в смысле logso3. Ошибка e для
каждой пары:

e = ∥logso3
(
RRiR̃i

⊺)∥ (43)

Ниже представлены результаты с использованием ceres-solver [2],
для нелинейной оптимизации вращений.

8.3.1. Датасет KITTI

Тестирование точности получаемых предлагаемым алгоритмом от-
носительных и абсолютных ориентаций изображений производилось на
последовательности 00 из набора данных KITTI[9], предназначенного
для тестирования алгоритмов визуальной одометрии. Поиск соответ-
ствий между изображениями производился реализованным в colmap[21]
матчингом, сопоставляя каждую пару изображений из последователь-
ности.
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Рис. 8: Пример кадра из последовательности 00 для одометрии

На рисунке 9 показано распределение ошибки в оценке относитель-
ных ориентаций изображений.

Ошибка оценки ориентаций вершин приведена на рисунке 10.
Данный этап работы алгоритма нужен для того, чтобы получить

необходимое количество “правильных” поз для вычисления ориентаций
камер и системы камер во времени.
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(b) Функция распределения ошибки

Рис. 9: Ошибка вычисления относительных ориентаций (градусы)

8.3.2. Датасет ladybug

Тестирование ориентаций также проводилось на снятых с ladybug
изображениях. Пример кадров представлен на рисунке 11.

В отличии от KITTI камеры в этом датасете подвержены значитель-
ной дисторсии. Данный датасет содержит 6 разнонаправленных камер,
использовались все, за исключением ориентированной вверх камеры.

Распределение ошибки относительных вращений показано на рисун-
ке 12. Как видно подавляющее большинство ориентаций было оценено
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Рис. 10: Ошибка ориентаций изображений (градусы)

с ошибкой менее 3.5◦(95-ый квантиль). Согласно результатам из [18],
это хорошее начальное приближение для дальнейшей оценки поз.

На рисунке 13 показана гистограмма ошибки ориентаций изображе-
ний.

Данный проезд оказался цельным, то есть после оценки относитель-
ных поз и агрегации параметров не возникло разбиение на несколько
компонент связности. Единственная компонента связности содержит
7715 рёбер и 1494 вершины.
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Рис. 11: Пример кадров с ladybug

Ошибка в градусах
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Рис. 12: Функция распределения ошибки относительных вращений
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Рис. 13: Ошибка ориентаций изображений

Как видно из графика 14, медиана ошибка оценки ориентаций 10.6◦,
что сопоставимо с медианной ошибкой, полученной в [4] и ошибкой рас-
сматриваемых в [5] подходов. Данная оценка не является финальным
результатом, полученные оценки используются в качестве начального
приближения для получения дальнейших оценок на ориентации камер
и системы из камер.

Для полученных оценок ориентаций изображений можно оценить
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Ошибка в градусах
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Рис. 14: Функция распределения ошибки

относительные ориентации камер внутри системы, описанным в 7.2 спо-
собом. Полученные на датасете ladybug относительные ориентации пред-
ставлены в таблице 1.

0 1 2 3 4
0
1 0.64
2 0.28 0.73
3 0.49 1.13 0.50
4 0.49 1.12 0.40 0.22

Таблица 1: Ошибка относительных ориентаций камер в градусах

Как видно из таблицы, оценки относительных ориентаций камер
имеют ошибку менне 1.13◦, что является хорошим результатом для
данного этапа получения оценок. Используя оценённые относительные
ориентации оценивается ориентация каждой из камер внутри системы,
ошибки ориентации каждой из камер приведены в таблице 2.

0 1 2 3 4
0.1544935 0.7023890 0.1361514 0.3847801 0.3780175

Таблица 2: Ошибка ориентаций камер в градусах
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Полученные оценки ориентаций камер внутри системы сравнимы
с получаемыми в [13] с единственным отличием в том, что в случае
данной работы они получены до финальной оптимизации с введением
трёхмерных точек.
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A. Оценка оставшихся ориентаций
Оценив некоторые ориентации камер, можно переоценить ориента-

ции вершин, путём введения новых ограничений.
Оценки на ориентации камер дают возможность ввести в рассмот-

рение ориентацию системы камер.

Rv = RsRc, (44)

где Rv – ориентация вершины, Rs – ориентация системы в момент вре-
мени изображения с вершины, Rc – ориентация камеры.

Вводя данную факторизацию в уравнения задачи усреднения вра-
щений, можно переоценить ориентации вершин. Дополнительно на дан-
ном этапе можно связать некоторые компоненты связности, в которых в
один и тот же момент имеются камеры с имеющейся оценкой на ориен-
тацию. В данном случае вместо фиксации ориентации одной из вершин
следует зафиксировать ориентацию системы из камер в один из таких
моментов времени.

После переоценки ориентаций вершин, можно составить систему,
схожую с (37) и (36), чтобы оценить неизвестные ориентации камер.

Этот итеративный процесс предполагается остановить, если ника-
кая из полученных оценок не удовлетворяет ограничению, наложенным
следом ковариационной матрицы (39).

A.1. Оценка ориентаций системы из камер
Оценив ориентации камер и связав с помощью этого компоненты

связности, можно переоценить и оценить оставшиеся ориентации си-
стемы камера в моменты ремени.

Rs = R⊺
vRc, (45)

где Rv – ориентация вершины, Rs – ориентация системы в момент вре-
мени изображения с вершины, Rc – ориентация камеры.

45



Составляя данную систему, параметризируя кватернионами, полу-
чаем следующую систему:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



qw

qx

qy

qz

 = q⊺vqc, (46)

Формируя для каждого момента времени из всех вершин и соответ-
ствующих камер, задача формулируется в смысле наименьших квадра-
тов аналогично (41) и её решением будет (42).

Таким образом можно переформулировать (26), факторизуя Ra на
композицию вращения камеры и системы из камер:

Rab = R⊺
ca
R⊺

sa
RsbRcb, (47)

где ca – камера соответствующая вершине a, sa – момент времени вер-
шины a.

Оценив ориентации системы камер из (46), все оценки на вращения
оптимизируются, аналогично оптимизации в усреднении вращений:

min
∑
a,b

ρ
(
∥logso(3)

(
R⊺

abR
⊺
ca
R⊺

sa
RsbRcb

)
∥2
)

(48)
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